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Abstrakt
Tato pra´ce se zaby´va´ matematicky´m popisem trˇ´ıcˇla´nkove´ho robota. Pra´ce se veˇnuje
prˇ´ıpad˚um, kdy mechanismu chyb´ı kolecˇka na prostrˇedn´ım cˇi posledn´ım cˇla´nku, nebo
prˇ´ıpadu s kolecˇky pouze na prostrˇedn´ım cˇla´nku. Nejprve jsou uvedeny teoreticke´ za´klady
obsahuj´ıc´ı pojmy vektorovy´ a afinn´ı prostor, Lieova algebra, distribuce cˇi rˇiditelny´ syste´m.
Na´sledneˇ jsou zde prˇedlozˇeny vyja´drˇen´ı neholonomn´ıch rovnic popisuj´ıc´ıch robota s chybeˇ-
j´ıc´ımi kolecˇky, jejich rˇesˇen´ı, vy´pocˇet Lieovy´ch za´vorek a diskuze rˇiditelnosti. Vy´pocˇty jsou
demonstrova´ny na prˇ´ıkladech r˚uzny´ch konfigurac´ı robota.
Abstract
This thesis looks into the mathematical description of a three-sectional robot. The thesis
deals with cases of wheels missing either on the middle or the last section or solely on the
middle section. At first theoretical basis is mentioned including the terms such as vector
and affinne space, Lie algebra, distribution or controllable system. Subsequently, there is
presented formulation of equations describing a snake robot with missing wheels, solutions
of equations, calculation of Lie brackets and discussion of controllability. The calculations
are demonstrated on examples of various configurations of the robot.
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U´vod
Vy´zkumy v oblasti roboticky´ch had˚u se zacˇaly objevovat jizˇ v 70. letech minule´ho sto-
let´ı [3], kdy Shigeo Hirose zacˇal studovat pohyby zˇivy´ch had˚u a poznatky prˇeva´deˇl do
rozvoje vlastn´ıch mechanismu˚. V soucˇasnosti je teorie roboticky´ch had˚u jizˇ cˇa´stecˇneˇ vy-
budova´na a objevuj´ı se i dalˇs´ı had˚um podobne´ mechanismy, jako naprˇ´ıklad tzv. trident
snake, mobiln´ı mechanismus tvorˇeny´ trˇemi veˇtvemi spojeny´mi se za´kladn´ım blokem, uve-
deny´ Masato Ishikawou na pocˇa´tku nasˇeho tis´ıcilet´ı. V dnesˇn´ı dobeˇ se teori´ı roboticky´ch
had˚u zaby´va´ v´ıce veˇdecky´ch skupin po cele´m sveˇteˇ a vznikaj´ı prvn´ı specializovane´ mono-
grafie, jako naprˇ. [5].
Tato bakala´rˇska´ pra´ce se zaby´va´ teori´ı rˇ´ızen´ı roboticke´ho hada tvorˇene´ho trˇemi cˇla´nky,
na nichzˇ jsou uprostrˇed situova´na pasivn´ı kolecˇka. Mezi kazˇdy´mi dveˇma cˇla´nky jsou
umı´steˇne´ servomotory, aktivn´ı prvky, ktere´ zp˚usobuj´ı pohyb hada zmeˇnou u´hlu mezi cˇla´nky.
My se konkre´tneˇ zameˇrˇujeme na situace, kdy hadovi chyb´ı kolecˇka na jednom nebo dvou
cˇla´nc´ıch.
Pra´ce je strukturova´na do cˇtyrˇ kapitol, z nichzˇ prvn´ı se veˇnuje teoreticke´mu za´kladu.
Zava´d´ıme pojmy vektorovy´ prostor, afinn´ı prostor, algebra a jej´ı modifikace. Za pomoci
pojmu˚ Lieova algebra cˇi distribuce zava´d´ıme rˇ´ıdic´ı syste´m a definujeme pojem loka´ln´ı
rˇiditelnost. Protozˇe pojem Lieovy algebry hraje v nasˇem textu kl´ıcˇkovou roli, demonstru-
jeme ho na rˇadeˇ prˇ´ıklad˚u.
Ve druhe´ kapitole je popsa´na neholonomn´ı mechanika. Tento odd´ıl obsahuje odvozen´ı
doprˇedny´ch kinematicky´ch rovnic pro trˇ´ıcˇla´nkove´ho hada pomoc´ı metody pohyblive´ho
repe´ru. Vy´sledkem je vyja´drˇen´ı hlavy hada a vsˇech kolecˇek jako bod˚u afinn´ıho prostoru
v sourˇadnic´ıch referencˇn´ıho afinn´ıho syste´mu (repe´ru). Zderivovane´ rovnice doprˇedne´ ki-
nematiky jednotlivy´ch kolecˇek mus´ı by´t vzˇdy kolme´ k norma´lovy´m vektor˚um prˇ´ıslusˇny´ch
cˇla´nk˚u. Toto omezen´ı na´m da´va´ soustavu diferencia´ln´ıch rovnic, kterou oznacˇujeme jako
neholonomn´ı podmı´nky syste´mu.
Trˇet´ı kapitola se uzˇ zaby´va´ jednotlivy´mi prˇ´ıpady pro chybeˇj´ıc´ı kolecˇka, pro ktere´ na-
lezneme parametricke´ rˇesˇen´ı neholonomn´ıch rovnic, tedy prˇ´ıslusˇnou distribuci, a pomoc´ı
Lieovy´ch za´vorek dopocˇ´ıta´me Lieovu algebru rˇ´ıditelnosti jako involutivn´ı uza´veˇr. Nako-
nec pro na´zornost uva´d´ıme prˇ´ıklady v jednotlivy´ch konfigurac´ıch spolecˇneˇ s prˇ´ıslusˇny´mi
vy´pocˇty parametricky´ch rˇesˇen´ı a diskuz´ı loka´ln´ı rˇ´ıditelnosti. Vsˇimneme si, zˇe takto disku-
tovana´ rˇiditelnost neakcentuje rozd´ıl mezi hnac´ım a hnany´m prvkem.
V posledn´ı kapitole zava´d´ıme pojem rˇiditelnost vzhledem k aktivn´ım prvk˚um, ktery´mi
jsou v nasˇem prˇ´ıpadeˇ servomotory v kloubech mezi jednotlivy´mi cˇla´nky. Jediny´mi hnac´ımi
sourˇadnicemi nasˇeho syste´mu jsou tedy u´hly φ1 a φ2. Pro demonstraci vyuzˇijeme jizˇ drˇ´ıve




V na´sleduj´ıc´ı pasa´zˇi se sezna´mı´me s teoreticky´mi pojmy, ktere´ budeme vyuzˇ´ıvat v dalˇs´ım
textu. Kapitola je rozdeˇlena do cˇtyrˇ cˇa´st´ı, v nichzˇ se zaby´va´me ota´zkou vektorovy´ch pro-
stor˚u a jejich ba´zemi, da´le se veˇnujeme algebraicky´m struktura´m, a to prˇedevsˇ´ım Lieoveˇ
algebrˇe. V posledn´ım u´seku definujeme rˇ´ıdic´ı syste´m a jeho vlastnosti. Vesˇkere´ poznatky
z tohoto odd´ılu vyuzˇijeme pro nalezen´ı neholonomn´ıch rovnic potrˇebny´ch k popisu robo-
ticke´ho hada. Tato kapitola vycha´z´ı z [4], [6] a [8].
1.1 Linea´rn´ı algebry
Vektorove´ prostory
Definice 1. Komutativn´ı grupa (V,+) se nazy´va´ vektorovy´ prostor (nad R), jestlizˇe
pro kazˇdy´ prvek v ∈ V a kazˇde´ rea´lne´ cˇ´ıslo r ∈ R je definovany´ prvek r · v = rv
z mnozˇiny V a prˇitom plat´ı ∀u,v ∈ V ; r, s ∈ R:
• r (u + v) = r u + r v,
• (r + s) u = r u + s u,
• (rs) u = r(s u),
• 1 u = u.
V nasˇem textu budeme vzˇdy pracovat s vektorovy´m polem nad R.
Definice 2. Necht’ V = (V,+) je vektorovy´ prostor a v1, . . . ,vk ∈ V (k ∈ N). Rˇekneme,
zˇe vektor v ∈ V je linea´rn´ı kombinac´ı vektor˚u v1, . . . ,vk, jestlizˇe existuj´ı rea´lna´ cˇ´ısla
r1, . . . , rk tak, zˇe plat´ı
v = r1 v1 + . . .+ rk vk.
Jiny´mi slovy rˇ´ıka´me, zˇe vektor v lezˇ´ı v linea´rn´ım obalu generovany´m vektory v1, . . . ,vk
a p´ıˇseme
v ∈ span{v1, . . . ,vk}.
Vektory v1, . . . ,vk se nazy´vaj´ı linea´rneˇ za´visle´, jestlizˇe existuj´ı r1, . . . , rk ∈ R, z nichzˇ
alesponˇ jedno je r˚uzne´ od nuly tak, zˇe plat´ı
r1 v1 + . . .+ rk vk = o.
V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ nazy´va´me vektory v1, . . . ,vk linea´rneˇ neza´visle´.
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Definice 3. Necht’ V = (V,+) je vektorovy´ prostor a v1, . . . ,vk ∈ V (k ∈ N). Soustava
vektor˚u v1, . . . ,vk se nazy´va´ ba´ze vektorove´ho prostoru V, jeslizˇe vektory v1, . . . ,vk jsou
linea´rneˇ neza´visle´ a kazˇdy´ vektor v ∈ V je linea´rn´ı kombinac´ı vektor˚u v1, . . . ,vk.
Algebry
Definice 4. Algebra A je vektorovy´ prostor (nad R) s definovanou bina´rn´ı operac´ı
• : A× A −→ A, pro kterou plat´ı
a • (b+ λc) = a • b+ λ(a • c),
(b+ λc) • a = b • a+ λ(c • a), ∀λ ∈ R; ∀a, b, c ∈ A.
Definice 5. Algebra se nazy´va´ unita´rn´ı, jestlizˇe v A existuje prvek e ∈ A, pro ktery´ plat´ı
e • a = a • e = a, ∀a ∈ A.
Prvek e nazy´va´me jednotkovy´ prvek.
Prˇ´ıklad 1. a) Prvn´ım prˇ´ıkladem algebry je vektorovy´ prostor R3 spolu s operac´ı vek-
torove´ho soucˇinu definovane´ho prˇedpisem
u× v = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1),
kde u,v ∈ R3,u = (u1, u2, u3),v = (v1, v2, v3). Algebra nen´ı unita´rn´ı, tj. neexistuje
jednotkovy´ prvek e, pro neˇjzˇ by platilo e • u = u • e = u, protozˇe vektorovy´ soucˇin
je antikomutatvn´ı, tedy plat´ı u× v = −v × u.
b) Komplexn´ı cˇ´ısla C tvorˇ´ı vektorovy´ prostor nad rea´lny´mi cˇ´ısly a spolu s operac´ı
na´soben´ı
(a+ bi)(a′ + b′i) = (aa′ − bb′) + (ab′ + ba′)i,
kde a, a′, b, b′ ∈ R, tvorˇ´ı algebru, ktera´ je unita´rn´ı, protozˇe existuje prvek e = 1 + 0i,
pro nejzˇ plat´ı zˇe (1 + 0i) (a+ bi) = (a+ bi) (1 + 0i) = a+ bi.
c) Vektorovy´ prostor Hamiltonovy´ch kvaternion˚u H spolu s operac´ı na´soben´ı defino-
vanou prˇedpisem
(a+ bi+ cj+dk)(a′+ b′i+ c′j+d′k) = (aa′− bb′− cc′−dd′)+(ab′+ cd′+ ba′−dc′)i
+ (ac′ + bd′ + ca′ − db′)j + (ad′ + bc′ + da′ − cb′)k,
kde a, a′, b, b′, c, c′, d, d′ ∈ R, splnˇuj´ıc´ı podmı´nky:
i2 = j2 = k2 = ijk = −1,
ij = k ji = −k jk = i kj = −i ki = j ik = −j,
tvorˇ´ı algebru. Algebra je unita´rn´ı, tj. existuje prvek e = 1+0i+0j+0k, pro ktery´ plat´ı
(1+0i+0j+0k)(a+bi+cj+dk) = (a+bi+cj+dk)(1+0i+0j+0k) = a+bi+cj+dk.
d) Vektorovy´ prostor matic Mat2R rˇa´du 2 s operaci komuta´toru definovanou
[A,B] = AB −BA, A,B ∈ Mat2R,
tvorˇ´ı algebru. Algebra nen´ı unita´rn´ı, nebot’ neexistuje jednotkovy´ prvek, protozˇe
algebra je antikomutativn´ı, tj. plat´ı [A,B] = −[B,A].
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g − f ∂g
∂x
,
kde f, g ∈ C∞. Na algebrˇe neexistuje jednotkovy´ prvek, algebra tedy nen´ı unita´rn´ı,
protozˇe je antikomutativn´ı, plat´ı [f, g] = −[f, g].
Asociativn´ı algebry
Definice 6. Jestlizˇe na albegrˇe A plat´ı tzv. asociativn´ı za´kon
a • (b • c) = (a • b) • c = a • b • c, ∀a, b, c ∈ A,
potom se algebra nazy´va´ asociativn´ı.
Prˇ´ıklad 2. a) Na vektorove´ prostoru R3 spolu s operac´ı vektorove´ho soucˇinu
× : R3 × R3 → R3 oveˇrˇ´ıme asociativitu te´to operace, tj.
u× (v ×w) = (u× v)×w.
Pro u = (u1, u2, u3),v = (v1, v2, v3) a w = (w1, w2, w3) rozep´ıˇseme levou a pravou
stranu jako
u× (v ×w) = (u2v1w2 − u2v2w1 − u3v3w1 + u3v1w3,
u3v2w3 − u3v3w2 − u1v1w2 + u1v2w1,
u1v3w1 − u1v1w3 − u2v2w3 + u2v3w2),
(u× v)×w = (u3v1w3 − u1v3w3 − u1v2w2 + u2v1w2,
u1v2w1 − u2v1w1 − u2v3w3 + u3v2w3,
u2v3w2 − u3v2w2 − u3v1w1 + u1v3w1)
Vid´ıme, zˇe leva´ a prava´ strana se obecneˇ nerovnaj´ı, naprˇ. ma´me-li vektory
u = (1, 2, 3),
v = (4, 5, 6),
w = (7, 8, 9),
u× (v ×w) = (−24, 6, 12),
(u× v)×w = (78, 6,−66).
Prava´ a leva´ strana se nerovnaj´ı, algebra nen´ı asociativn´ı.
b) Pro vektorovy´ prostor komplexn´ıch cˇ´ısel C s operac´ı na´soben´ı oveˇrˇ´ıme, zˇe plat´ı
asociativn´ı za´kon, tj.
(a+ bi)[(a′ + b′i)(a′′ + b′′i)] = [(a+ bi)(a′ + b′i)](a′′ + b′′i),
pro a, a′, a′′, b, b′, b′′ ∈ R. Postupneˇ si rozep´ıˇseme pravou a levou stranu na´sledovneˇ
(a+ bi)[(a′ + b′i)(a′′ + b′′i)] = (aa′a′′ − ab′b′′ − ba′b′′ − bb′a′′)
+ (aa′b′′ + ab′a′′ + ba′a′′ − bb′b′′)i,
[(a+ bi)(a′ + b′i)](a′′ + b′′i) = (aa′a′′ − bb′a′′ − ab′b′′ − ba′b′′)
+ (aa′b′′ − bb′b′′ + ab′a′′ + ba′a′′)i.
Prava´ a leva´ strana se rovnaj´ı, tato algebra je asociativn´ı.
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c) Na vektorove´m prostoru H s operac´ı na´soben´ı oveˇrˇ´ıme asociativitu danou rovnost´ı
(a+ bi+ cj + dk)[(a′ + b′i+ c′j + d′k)(a′′ + b′′i+ c′′j + d′′k)] =
[(a+ bi+ cj + dk)(a′ + b′i+ c′j + d′k)](a′′ + b′′i+ c′′j + d′′k),
kde a, a′, a′′, b, b′, b′′, c, c′, c′′, d, d′, d′′ ∈ R. Po rozepsa´n´ı prave´ a leve´ strany vid´ıme,
zˇe
(a+ bi+ cj + dk)[(a′ + b′i+ c′j + d′k)(a′′ + b′′i+ c′′j + d′′k)]
= (aa′a′′ − ab′b′′ − ac′c′′ − ad′d′′ − ba′b′′ − bc′d′′ − bb′a′′ + bd′c′′
− ca′c′′ − cb′d′′ − cc′a′′ + cd′b′′ − da′d′′ − db′c′′ + dc′b′′ − dd′a′′)
+ (aa′b′′ + ac′d′′ + ab′a′′ − ad′c′′ + ba′a′′ − bb′b′′ − bc′c′′ + bd′d′′
+ ca′d′′ + cb′c′′ − cc′b′′ + cd′a′′ − da′c′′ − db′d′′ − dc′a′′ + dd′b′′)i
+ (aa′c′′ + ab′d′′ + ac′a′′ − ad′b′′ + ca′a′′ − cb′b′′ − cc′c′′ − cd′d′′
+ ba′d′′ + bb′c′′ − bc′b′′ + bd′a′′ − da′b′′ − dc′d′′ − db′a′′ + dd′c′′)j
+ (aa′d′′ + ab′c′′ − ac′b′′ + ad′a′′ + da′a′′ − db′b′′ − dc′c′′ − dd′d′′
+ ba′c′′ + bb′d′′ + bc′a′′ − bd′b′′ − ca′b′′ − cc′d′′ − cb′a′′ + cd′c′′)k,
[(a+ bi+ cj + dk)(a′ + b′i+ c′j + d′k)](a′′ + b′′i+ c′′j + d′′k)
= (aa′a′′ − bb′a′′ − cc′a′′ − dd′a′′ − ab′b′′ − cd′b′′ − ba′b′′ + dc′b′′
− ac′c′′ − bd′c′′ − ca′c′′ + db′c′′ − ad′d′′ − bc′d′′ − da′d′′ + cb′d′′)
+ (aa′b′′ − bb′b′′ − cc′b′′ − dd′b′′ + ac′d′′ + bd′d′′ + ca′d′′ − bd′d′′
− ad′c′′ − bc′c′′ − da′c′′ + cb′c′′ + ab′a′′ + cd′a′′ + ba′a′′ − dc′a′′)i
+ (aa′c′′ − bb′c′′ − cc′c′′ + dd′c′′ + ab′d′′ + cd′d′′ + ba′d′′ − dc′d′′
+ ac′a′′ + bd′a′′ + ca′a′′ − bd′a′′ − ad′b′′ − bc′b′′ − da′b′′ + cb′b′′)j
+ (aa′d′′ − bb′d′′ − cc′d′′ − dd′d′′ + ab′c′′ + cd′c′′ + ba′c′′ − dc′c′′
− ac′b′′ − bd′b′′ − ca′b′′ + bd′b′′ + ad′a′′ + bc′a′′ + da′a′′ − cb′a′′)k.
Leva´ i prava´ strana se rovnaj´ı, algebra je asociativn´ı.
d) Na vektorove´m prostoru matic rˇa´du 2 Mat2R s operac´ı komuta´toru oveˇrˇ´ıme asoci-
ativitu
[A, [B,C]] = [[A,B], C],
kde A,B,C ∈ Mat2R. Rozep´ıˇseme pravou a levou strany jako
[A, [B,C]] = [A,BC − CB] = ABC − ACB −BCA+ CBA,
[[A,B], C] = [AB −BA,C] = ABC −BAC − CAB + CBA.
Vy´sledky prave´ a leve´ strany se obecneˇ nerovnaj´ı, naprˇ. pro matice
A =
1 2 32 3 1
3 1 2
 , B =
4 5 65 6 4
6 4 5
 , C =










−26 −186 212−30 −190 220
−22 −194 216
 .
Vy´sledky operac´ı se nerovnaj´ı, tato algebra nen´ı asociativn´ı.
e) Posledn´ım prˇ´ıkladem je vektorovy´ prostor spojity´ch funkc´ı C∞ s operac´ı [, ]. Oveˇrˇ´ıme
vlastnost asociativity, tj.
[f, [g, h]] = [[f, g], h],
pro f, g, h ∈ C∞ rozep´ıˇseme pravou a levou stranu jako




















































Leva´ a prava´ strana si obecneˇ neodpov´ıdaj´ı, naprˇ. pro funkce
f = x2,
g = x+ 1,
h = sinx,
[f, [g, h]] = x2(cosx− x sinx− sinx− cosx)− (x cosx+ cosx− sinx)2x
= −x2 cosx− 3x sinx− 2x cosx− sinx− cosx,
[[f, g], h] = (−x2 − 2x) cosx− sinx(−2x− 2)
= −x2 cosx− 2x cosx+ 2x sinx+ 2 sinx.
Vy´sledky operac´ı leve´ a prave´ strany se nerovnaj´ı, algebra nen´ı asociativn´ı.
1.2 Lieovy algebry
Definice 7. Algebra A se nazy´va´ Lieova algebra, jestlizˇe plat´ı
a) x • y = −y • x antisymetrie
b) x • (y • z) + z • (x • y) + y • (z • x) = 0 Jacobiho identita
pro x, y, z ∈ A.
Pozna´mka 1. Vlastnost antisymetrie se da´ nahradit alternativn´ı podmı´nkou
a*) x • x = 0 ∀x ∈ A.
Pozna´mka 2. V prˇ´ıpadeˇ Lieovy algebry se linea´rn´ı operace • obvykle oznacˇuje za´vorkou
[x, y] := x • y, ktere´ rˇ´ıka´me Lieova za´vorka.
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Prˇ´ıklad 3. a) Na vektorove´m prostoru R3 s operac´ı vektorove´ho soucˇinu oveˇrˇujeme
nejdrˇ´ıve prvn´ı vlastnost - antisymetrie:
u× v = −v × u.
Rozepsa´n´ım prave´ a leve´ strany zjist´ıme, zˇe
u× v = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1),
−v × u = −(u3v2 − u2v3, u3v1 − u1v3, u2v1 − u1v2)
= (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1),
a tedy prvn´ı vlastnost plat´ı. Oveˇrˇ´ıme i druhou vlastnost Jacobiho identity:
(u× (v ×w)) + (w × (u× v)) + (v × (w × u)) = o.
Rozepsa´n´ım vy´razu z´ıska´me
(u2v1w2 − u2v2w1 − u3v3w1 + u3v1w3;u3v2w3 − u3v3w2 − u1v1w2 + u1v2w1;
u1v3w1 − u1v1w3 − u2v2w3 + u2v3w2) + (u1v2w2 − u2v1w2 − u3v1w3 + u1v3w3;
u2v3w3 − u3v2w3 − u1v2w1 + u2v1w1;u3v2w2 − u2v3w2 − u1v3w1 + u3v1w1)
+ (u2v2w1 − u1v2w2 − u1v3w3 + u3v3w1;u3v3w2 − u2v3w3 − u2v1w1 + u1v1w2;
u1v1w3 − u3v1w1 − u3v2w2 + u2v2w3) = (0, 0, 0).
Tento vektorovy´ prostor splnˇuje obeˇ vlastnosti a je Lieovou algebrou.
b) Vektorovy´ prostor C s operac´ı na´soben´ı obecneˇ nesplnˇuje vlastnost antisymetrie:
(a+ bi)(a′ + b′i) = (aa′ − bb′) + (ab′ + ba′)i,
−(a+ bi)(a′ + b′i) = (bb′ − aa′)− (ab′ + ba′)i,
naprˇ. pro komplexn´ı cˇ´ısla
s = 1 + i,
t = 1 + 2i,
s t = (1− 2) + (2 + 1)i = −1 + 3i,
−t s = −(1− 2)− (1 + 2)i = 1− 3i.
Vid´ıme, zˇe se vy´razy nerovnaj´ı, antisymetrie neplat´ı a prostor nen´ı Lieovou algebrou.
c) Pro vektorovy´ prostor H nejdrˇ´ıv oveˇrˇ´ıme antisymetrii jako
(a+ bi+ cj + dk)(a′ + b′i+ c′j + d′k) = −(a′ + b′i+ c′j + d′k)(a+ bi+ cj + dk).
Rozepsa´n´ım prave´ a leve´ strany dostaneme
(a+ bi+ cj + dk)(a′ + b′i+ c′j + d′k) = (aa′ − bb′ − cc′ − dd′)
+ (ab′ + ba′ + cd′ − dc′)i+ (ac′ + ca′ + bd′ − db′)j + (ad′ + da′ + bc′ − cb′)k,
−(a′ + b′i+ c′j + d′k)(a+ bi+ cj + dk) = −(aa′ − bb′ − cc′ − dd′)
− (ba′ + ab′ + dc′ − cd′)i− (ca′ + ac′ + db′ − bd′)j − (da′ + d′a+ cb′ − bc′)k.
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Vid´ıme, zˇe se obeˇ strany se sobeˇ obecneˇ nerovnaj´ı, naprˇ. pro kvaterniony
e = 1 + i+ j + k,
f = 1 + 2i+ 2j + k,
e f = (1− 2− 2− 1) + (2 + 1 + 1− 2)i+ (2 + 1 + 1− 2)j + (1 + 1 + 2− 2)k
= −4 + 2i+ 2j + 2k,
−f e = −(1− 2− 2− 1)− (1 + 2 + 2− 1)i− (2 + 1 + 2− 1)j − (1 + 1 + 2− 2)k
= 4− 4i− 4j − 2k.
Prostor nesplnˇuje prvn´ı podmı´nku a proto nen´ı Lieovou algebrou.
d) Na vektorove´m prostoru rea´lny´ch matic druhe´ho rˇa´du s operac´ı komuta´toru oveˇrˇujeme
nejdrˇ´ıve prvn´ı podmı´nku antisymetrie jako
[A,B] = −[B,A].
Rozep´ıˇseme-li levou a pravou stranu, dostaneme
[A,B] = AB −BA,
−[B,A] = −(BA− AB) = AB −BA.
Prava´ a leva´ strana se rovnaj´ı, tedy prvn´ı vlastnost je overˇena. Nyn´ı oveˇrˇ´ıme druhou
vlastnost Jacobiho identity
[A, [B,C]] + [C, [A,B]] + [B[C,A]] = 0.
Opeˇt rozep´ıˇseme jednotlive´ operace a dostaneme
[A, [B,C]] + [C, [A,B]] + [B, [C,A]]
= A(BC − CB)− (BC − CB)A+ C(AB −BA)− (AB −BA)C
+B(CA− AC)− (CA− AC)B = ABC − CBA−BCA+ CBA
+ CAB − CBA− ABC +BAC +BCA−BAC − CAB + ACB = 0.
Obeˇ vlastnosti plat´ı a vektorovy´ prostor je Lieovou algebrou.
e) Pro vektorovy´ prostor C∞ spojity´ch funkc´ı nejdrˇ´ıve oveˇrˇ´ıme antisymetrii jako
[f, g] = −[g, f ].




g − f ∂g
∂x
,










g − f ∂g
∂x
,
a vid´ıme, zˇe se strany rovnaj´ı. Oveˇrˇ´ıme takte´zˇ druhou vlastnost
[f, [g, h]] + [h, [f, g]] + [g, [h, f ]] = 0.
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Rozep´ıˇseme si jednotlive´ vy´razy a dostaneme














































Jelikozˇ vektorovy´ prostor splnˇuje i podmı´nku Jacobiho identity, je Lieovou algebrou.












Pozna´mka 3 (viz [8]). a) Vektorovy´ prostor, pro neˇjˇz plat´ı [X, Y ] = 0, ∀X, Y , se
nazy´va´ Abelovska´ Lieova algebra.
b) Specia´ln´ı Lieova algebra je tvorˇena vektorovy´m polem rea´lny´ch matic M typu n ×
n s nulovou stopou Tr(M) = 0 a operac´ı komuta´toru. Je izomorfn´ı s algebrou
z prˇ´ıkladu 3.a) a je Lieovou podalgebrou matic 2 × 2 nad rea´lny´mi cˇ´ısly z prˇ´ıkladu
3.d).
c) Vektorovy´ prostor nad maticemi rˇa´du 2 s nulovy´m druhy´m rˇa´dkem s operac´ı ko-











a plat´ı [X1, X2] = X2.
1.3 Afinn´ı prostory
Definice 8. Necht’ A je nepra´zdna´ mnozˇina, jej´ızˇ prvky nazy´va´me body. Necht’ V je
vektorovy´ prostor nad teˇlesem rea´lny´ch cˇ´ısel R a da´le necht’ → : A×A → V je zobrazen´ı
splnˇuj´ıc´ı:
1. Pro libovolny´ bod A ∈ A a libovolny´ vektor u ∈ V existuje jediny´ bod B ∈ A
s vlastnost´ı →(A,B) :=
−→
AB = u.
2. Pro libovolne´ body A,B,C ∈ A plat´ı −→AB +−−→BC = −→AC.
Potom (A,V,→ ) se nazy´va´ afinn´ı prostor. Vektorovy´ prostor V se nazy´va´ zameˇrˇen´ı afinn´ıho
prostoru (A,V,→ ) a oznacˇuje se Z(A).
Je-li dimV = n, pak rˇ´ıka´me, zˇe afinn´ı prostor A je n-rozmeˇrny´ (nebo te´zˇ dimenze n),
a p´ıˇseme dimA = n.
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AA = o, tzn.
−→
BA = −−→AB.
Prˇipomenˇme, zˇe kdyzˇ V je vektorovy´ prostor a syste´m vektor˚u B = 〈e1, . . . , en〉 je
ba´z´ı V, pak libovolny´ vektor u ∈ V lze jediny´m zp˚usobem vyja´drˇit jako linea´rn´ı kombinaci
vektor˚u te´to ba´ze jako
u = u1e1 + . . .+ unen.
Usporˇa´danou n-tici koeficient˚u (u1, . . . , un) nazy´va´me sourˇadnicemi vektoru u v ba´zi
B.
Definice 9. Necht’ B = 〈e1, . . . , en〉 a B′ = 〈d1, . . . ,dn〉 jsou ba´ze vektorove´ho prostoru
V a plat´ı
dj = a1je1 + a2je2 + . . .+ anjen,
kde j = 1, . . . , n, pak matice A = {aij}ni,j=1, tj. matice, v jej´ıchzˇ sloupc´ıch vystupuj´ı
sourˇadnice vektor˚u d1, . . . ,dn vyja´drˇene´ v ba´zi B, se nazy´va´ matice prˇechodu od ba´ze B
k ba´zi B′.
Definice 10. Necht’ (A,V,→ ) je afinn´ı prostor, dimA ≥ 1, necht’ P ∈ A je pevny´ bod
a necht’ 〈e1, . . . , en〉 je ba´ze zameˇrˇen´ı Z(A). Afinn´ım repe´rem (nebo afinn´ım sourˇadnicovy´m
syste´mem) v A rozumı´me syste´m
R = 〈P ; e1, . . . , en〉.
Bod P se nazy´va´ pocˇa´tek a vektory e1, . . . , en se nazy´vaj´ı za´kladn´ı vektory afinn´ıho repe´ru.
Prˇ´ımky xi = {P ; span(ei)} se nazy´vaj´ı osy afinn´ıch sourˇadnic (nebo sourˇadne´ osy
afinn´ıho repe´ru).
Definice 11. Necht’ R = 〈P ; e1, . . . , en〉 je afinn´ı repe´r v (A,V,→ ) a X ∈ A je bod.
Usporˇa´dana´ n-tice rea´lny´ch cˇ´ısel xi, i = 1, . . . , n splnˇuj´ıc´ı
−−→
PX = x1e1 + . . .+ xnen
se nazy´va´ sourˇadnicemi bodu X v afinn´ım repe´ru R (nebo afinn´ımi sourˇadnicemi bodu
X vzhledem k repe´ru R).
Sourˇadnicemi vektoru u ∈ Z(A) vR nazy´va´me sourˇadnice vektoru u v ba´zi 〈e1, . . . , en〉,
tzn. usporˇa´danou n-tici rea´lny´ch cˇ´ısel ui, i = 1, . . . , n splnˇuj´ıc´ı
u = u1e1 + . . .+ unen.
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Necht’ jsou v (A,V,→ ) da´ny dva repe´ry R = 〈P ; e1, . . . , en〉 a R ′ = 〈P ′; e′1, . . . , e′n〉,
prˇicˇemzˇ P ′ = [b1, . . . , bn] je sourˇadnicove´ vyja´drˇen´ı bodu P ′ vzhledek k repe´ru R a matice





aijei pro j = 1, . . . , n.
Necht’ X ∈ A je pevny´ bod, prˇicˇemzˇ X = [x1, . . . , xn] vzhledem k repe´ru R, resp. X =
[x′1, . . . , x
′
n] vzhledek k repe´ru R
′. Plat´ı
−−→
PX = x1e1 + . . .+ xnen,
−−→
P ′X = x′1e
′





PP ′ = b1e1 + . . .+ bnen.
Dosazen´ım za e′j, j = 1, . . . , n dostaneme
−−→
P ′X = x′1
n∑
i=1












P ′X. Po dosazen´ı a u´prava´ch dostaneme rovnice, ktere´






i + bj, j = 1, . . . , n. (1.1)
Maticoveˇ z´ıska´me vyja´drˇen´ı jako
X = AX ′ +B. (1.2)
Definice 12. Rovnice (1.1) a (1.2) nazy´va´me transformacˇn´ı rovnice sourˇadnice bod˚u prˇi
prˇechodu od repe´ru R k repe´ru R ′.
Matice A se nazy´va´ matice prˇechodu od repe´ru R k repe´ru R ′.
1.4 Rˇı´dic´ı syste´my
Hladky´m vektorovy´m polem na afinn´ım prostoru A rozumı´me vektorovou funkci f : A →





kde x ∈ A, dimZ(A) = n, fi(x) : A → R, fi(x) ∈ C∞.

















Na vektorove´m prostoru hladky´ch vektorovy´ch pol´ı X(A) zavedeme operaci [ , ] :
X(A)× X(A)→ X(A) jako
[a, b] = (a(b1)− b(a1)) ∂
∂αi













. Vektorovy´ prostor X(A) spolu s operac´ı
[ , ] tvorˇ´ı Lieovu algebru. Du˚kaz mu˚zˇeme nale´zt naprˇ. v [6].
Definice 13. Necht’ {g1, . . . , gm} je mnozˇina hladky´ch vektorovy´ch pol´ı, distribuc´ı gene-
rovanou vektorovy´mi poli g1, . . . , gm rozumı´me podprostor
∆ = span{g1, . . . , gm} ⊆ X(A),
kde linea´rn´ı obal konstruujeme prˇes mnozˇinu hladky´ch rea´lny´ch funkc´ı na A.
Distribuce vycˇ´ıslena´ v jake´mkoliv bodeˇ q ∈ A definuje podprostor zameˇrˇen´ı
∆q = span{g1(q), . . . , gm(q)} ⊂ Z(A).
Definice 14. Rˇ´ıdic´ım syste´mem asociovany´m k distribuci ∆, generovane´ hladky´mi vek-
torovy´mi poli g1, . . . , gm, rozumı´me diferencia´ln´ı rovnici q˙ ∈ ∆, q ∈ A, tj.
q˙ = u1g1(q) + . . .+ umgm(q), q ∈ A, ui ∈ C∞, (1.4)
kde m > 1, m ∈ Z a g1, . . . , gm jsou hladka´ vektorova´ pole na A.
Definice 15. Trajektorie rˇ´ıd´ıc´ıho syste´mu (1.4) je zobrazen´ı γ : [0, T ] → A, pro ktere´




ui(t)gi(q(t)), ∀ t ∈ [0, T ]. (1.5)
Funkce u(·) se nazy´va´ rˇ´ızen´ı prˇidruzˇene´ k zobrazen´ı γ.
Kazˇda´ trajektorie je tedy absolutneˇ spojite´ zobrazen´ı γ na mnozˇineˇ A takove´, zˇe
γ˙(t) ∈ ∆(γ(t)) pro vsˇechna t ∈ [0, T ].
Definice 16. Distribuce je regula´rn´ı, jestlizˇe dimenze podprostoru ∆q neza´vis´ı na q.
Definice 17. Distribuce je involutivn´ı, jestlizˇe je uzavrˇena´ na operaci Lieovy za´vorky, tj.
∀f, g ∈ ∆, [f, g] ∈ ∆.
Definice 18. Involutivn´ı uza´veˇr ∆¯ je uza´veˇr distribuce ∆ vzhledem k Lieoveˇ za´vorce, tj.
∆¯ je nejmensˇ´ı involutivn´ı distribuce obsahuj´ıc´ı distribuci ∆.
Pozna´mka 4. Involutivn´ı uza´veˇr ∆¯ je Lieovou algebrou nazy´vanou take´ Lieova alge-
bra generovana´ mnozˇinou hladky´ch vektorovy´ch pol´ı g1, . . . , gm a by´va´ oznacˇova´n jako
L(g1, . . . , gm). Hodnost L(g1, . . . , gm) v bodeˇ q ∈ A definujeme jako dimenzi podprostoru
∆¯q.
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Definice 19. Dosazˇitelna´ mnozˇina z bodu q ∈ A je definova´na jako mnozˇina Rq bod˚u
dosazˇitelny´ch pomoc´ı trajektorie γ syste´mu (1.4) z bodu q.
Definice 20. Rˇekneme, zˇe syste´m (1.4) vyhovuje Chowoveˇ podmı´nce, kdyzˇ
L(g1, . . . , gm)(q) = Z(A), ∀q ∈ A.
Pozna´mka 5. Tato vlastnost je zna´ma´ jako podmı´nka hodnosti Lieovy algebry v teorii
rˇ´ızen´ı a jako Ho¨rmanderova podmı´nka v kontextu parcia´ln´ıch diferencia´ln´ıch rovnic [1].
Du˚kazy na´sleduj´ıc´ıch veˇt je mozˇne´ nale´zt naprˇ. v prac´ıch [1] a [6].
Veˇta 2. Jestliˇze syste´m (1.4) splnˇuje Chowovu podmı´nku, potom dosazˇitelnou mnozˇinou
Rq je okol´ı bodu q, ∀q ∈ A.
Definice 21. Rˇ´ıka´me, zˇe rˇ´ıdic´ı syste´m v bodeˇ q ∈ A je loka´lneˇ rˇ´ıditelny´, pokud Rq je
okol´ı bodu q.
Veˇta 3 (Chow-Rashevske´ho teore´m). Jestliˇze mnozˇina A je souvisla´ a syste´m (1.4)
splnˇuje Chowovu podmı´nku, potom lze kazˇde´ dva body mnozˇiny A spojit trajektori´ı to-
hoto syste´mu.
Pozna´mka 6. Lieova algebra ∆¯ = L(g1, . . . , gm) generovana´ vektory g1, . . . , gm se neˇkdy
oznacˇuje jako Lieova algebra rˇiditelnosti.





Meˇjme obecne´ho trˇ´ıcˇla´nkove´ho roboticke´ho hada podle obra´zku 2.1 na afinn´ım prostoru
A dimenze trˇi. Bod P = [0, 0, 0] ∈ A je pocˇa´tkem referencˇn´ıho sourˇadne´ho syste´mu. Bod
R0 = [x0, y0, z0] ∈ A je pocˇa´tkem hada a bod Q ∈ A je jeho hlavou, v mı´stech bod˚u
R1 = [x1, y1, z1] ∈ A, R2 = [x2, y2, z2] ∈ A jsou u´smı´steˇny servomotory. Uprostrˇed cˇla´nk˚u
o de´lce l jsou umı´steˇna pasivn´ı kolecˇka v bodech K0, K1, K2 ∈ A.
2.1 Metoda pohyblive´ho repe´ru
Dı´ky metodeˇ pohyblive´ho repe´ru, cˇi pohyblive´ ba´ze, mu˚zˇeme vyja´drˇit sourˇadnice hlavy













Obra´zek 2.1: Popis trˇ´ıcˇla´nkove´ho roboticke´ho hada
Meˇjmeˇ afinn´ı repe´ry tvorˇene´ pocˇa´tecˇn´ımi body a ba´zemi zameˇrˇen´ı
β0 = (P, x, y, z), β1 = (R0, x0, y0, z0), β2 = (R1, x1, y1, z1), β3 = (R2, x2, y2, z2).
Vyja´drˇ´ıme matice prˇechodu mezi jednotlivy´mi ba´zemi zameˇrˇen´ı. Pro prˇechod od repe´ru β1
k β0 dosta´va´me jako matici prˇechodu matici rotace kolem osy z
A0 =




Da´le ma´me matici rotace A1 kolem osy z, ktera´ vyjadrˇuje prˇechod od repe´ru β2
k repe´ru β1
A1 =
 cosφ1 − sinφ1 0sinφ1 cosφ1 0
0 0 1
 .
Posledn´ı matic´ı rotace je matice prˇechodu A2 od repe´ru β3 k repe´ru β2
A2 =
 cosφ2 − sinφ2 0sinφ2 cosφ2 0
0 0 1
 .
Nyn´ı si postupneˇ vyja´drˇ´ıme sourˇadnice hlavy v jednotlivy´ch repe´rech. Budeme bod
hlavy vyjadrˇovat vzˇdy jako sourˇadnice vektoru mezi pocˇa´tkem syste´mu a bodem hlavy
ve vhodne´ ba´zi zameˇrˇen´ı.
(R2Q)β3 = (l, 0, 0)
T ,
(R1Q)β2 = (R1R2)β2 + (R2Q)β2 = (l, 0, 0)
T + A2 (R2Q)β3 = (l, 0, 0)
T + A2 (l, 0, 0)
T ,
(R0Q)β1 = (R0R1)β1 + (R1R2)β1 + (R2Q)β1 = (l, 0, 0)
T + A1 (R1R2)β2 + A2 A1 (R2Q)β3
= (l, 0, 0)T + A1 (l, 0, 0)
T + A2 A1 (l, 0, 0)
T ,
(PQ)β0 = (PR0)β0 + (R0R1)β0 + (R1R2)β0 + (R2R3)β0
= (x0, y0, z0)
T + A0 (R0R1)β1 + A0 (R1R2)β1 + A0 (R2Q)β1
= (x0, y0, z0)
T + A0 (l, 0, 0)
T + A1 A0 (R1R2)β2 + A1 A0 (R2Q)β2
= (x0, y0, z0)
T + A0 (l, 0, 0)
T + A1 A0 (l, 0, 0)
T + A2 A1 A0 (l, 0, 0)
T .











 cosφ1 − sinφ1 0sinφ1 cosφ1 0
0 0 1






 cosφ2 − sinφ2 0sinφ2 cosφ1 0
0 0 1
 cosφ1 − sinφ1 0sinφ1 cosφ1 0
0 0 1






kde ψ, φ1, φ2 ∈ 〈0, 2pi〉.
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2.2 Kinematicke´ rovnice
Abychom mohli odvodit neholonomn´ı vazby, je trˇeba vyja´drˇit take´ sourˇadnice vektor˚u
































 cosφ1 − sinφ1 0sinφ1 cosφ1 0
0 0 1















(cosφ1 cosψ − sinφ1 sinψ)
l
2





























 cosφ1 − sinφ1 0sinφ1 cosφ1 0
0 0 1






 cosφ2 − sinφ2 0sinφ2 cosφ2 0
0 0 1













 l cosψl sinψ
0
+






cos(φ2 + φ1 + ψ)
l
2
sin(φ2 + φ1 + ψ)
0
 .
Ve vy´pocˇtech jsme vyuzˇili dvou goniometricky´ch vzorc˚u
cos(x+ y) = cos x cos y − sinx sin y,
sin(x+ y) = cos x sin y + cos y sinx.
Prˇepsa´n´ım do vektorove´ho tvaru a vynecha´n´ım z-ove´ sourˇadnice, ktera´ je po celou
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dobu pohybu hada nulova´, nebot’ prˇedpokla´da´me pouze rovinny´ pohyb, z´ıska´me rovnice





(PK1)β0 = (x0, y0)
T + l(cosψ, sinψ)T +
l
2
(cos(φ1 + ψ), sin(φ1 + ψ))
T ,
(PK1)β0 = (x0, y0)





(cos(φ2 + φ1 + ψ), sin(φ2 + φ1 + ψ))
T ,
(2.1)
ktere´ budeme da´le vyuzˇ´ıvat.
2.3 Neholonomn´ı podmı´nky
Roboticke´ho hada potrˇebujeme pro sve´ u´cˇely popsat rovnicemi, z nichzˇ da´le vyvod´ıme










Obra´zek 2.2: Matematicky´ model trˇ´ıcˇla´nkove´ho hada
Nap´ıˇseme si rovnice (2.1) a za de´lku cˇla´nku dosad´ıme l = 2:
(x1, y1) = (x, y) + (cosψ, sinψ),
(x2, y2) = (x, y) + 2(cosψ, sinψ) + (cos(φ1 + ψ), sin(φ1 + ψ)), (2.2)
(x3, y3) = (x, y) + 2(cosψ, sinψ) + 2(cos(φ1 + ψ), sin(φ1 + ψ))
+ (cos(φ2 + φ1 + ψ), sin(φ2 + φ1 + ψ)).
Dalˇs´ım krokem je urcˇen´ı neholonomn´ıch podmı´nek, ktere´ dostaneme pomoc´ı derivace
rovnic (2.2) podle cˇasu, cˇ´ımzˇ dostaneme vektory rychlosti jednotlivy´ch kolecˇek:
(x˙1, y˙1) = (x˙, y˙) + (− sinψ, cosψ)ψ˙,
(x˙2, y˙2) = (x˙, y˙) + 2 (− sinψ, cosψ) ψ˙ + (− sin(φ1 + ψ), cos(ψ1 + ψ)) (φ˙1 + ψ˙), (2.3)
(x˙3, y˙3) = (x˙, y˙) + 2 (− sinψ, cosψ) ψ˙ + 2(− sin(φ1 + ψ), cos(φ1 + ψ)) (φ˙1 + ψ˙)
+ (− sin(φ2 + φ1 + ψ), cos(φ2 + φ1 + ψ)) (φ˙2 + φ˙1 + ψ˙).
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Abychom z´ıskali neholonomn´ı rovnice, mus´ıme jesˇteˇ vyja´drˇit smeˇrove´ a norma´love´
vektory jednotlivy´ch cˇla´nk˚u s kolecˇky:
s1 = (cosψ, sinψ),
n1 = (− sinψ, cosψ),
s2 = (cos(ψ + φ1), sin(ψ + φ1)),
n2 = (− sin(ψ + φ1), cos(ψ + φ1)),
s3 = (cos(ψ + φ1 + φ2), sin(ψ + φ1 + φ2)),
n3 = (− sin(ψ + φ1 + φ2), cos(ψ + φ1 + φ2)).
Stanov´ıme neholonomn´ı podmı´nky te´to soustavy, ktere´ zabranˇuj´ı prokluzova´n´ı kolecˇek
tak, zˇe pozˇadujeme, aby vektor rychlosti jednotlivy´ch kolecˇek byl vzˇdy kolmy´ na norma´lovy´
vektor prˇ´ıslusˇne´ho cˇla´nku:
ni · (x˙i, y˙i) = 0. (2.4)
Do podmı´nek dosad´ıme vypocˇ´ıtane´ derivace z (2.3) a z´ıska´me trˇi rovnice
(− sinψ, cosψ) · ((x˙, y˙) + (− sinψ, cosψ) ψ˙) = 0,
(− sin(ψ + φ1), cos(ψ + φ1)) · ((x˙, y˙) + 2 (− sinψ, cosψ) ψ˙+
(− sin(φ1 + ψ), cos(ψ1 + ψ)) (φ˙1 + ψ˙)) = 0,
(− sin(ψ + φ1 + φ2), cos(ψ + φ1 + φ2)) · ((x˙, y˙) + 2 (− sinψ, cosψ) ψ˙
+2 (− sin(φ1 + ψ), cos(φ1 + ψ)) (φ˙1 + ψ˙)
+(− sin(φ2 + φ1 + ψ), cos(φ2 + φ1 + ψ)) (φ˙2 + φ˙1 + ψ˙)) = 0.
U´pravou a vyuzˇit´ım goniometricky´ch vzorc˚u pak dostaneme vy´sledne´ neholonomn´ı
podmı´nky
x˙ sinψ − ψ˙ − y˙ cosψ = 0,
x˙ sin(ψ + φ1)− 2ψ˙ cosφ1 − (φ˙1 + ψ˙)− y˙ cos(ψ + φ1) = 0, (2.5)
x˙ sin(ψ + φ1 + φ2)− 2ψ˙ cos (φ1 + φ2)− 2φ˙1 cos (ψ + φ2)




Tato kapitola se zaby´va´ konkre´tn´ımi prˇ´ıpady chybeˇj´ıc´ıh kolecˇek. Budeme diskutovat situ-
aci s chybeˇj´ıc´ımi kolecˇky na prostrˇedn´ım cˇi posledn´ım cˇla´nku. Nast´ın´ıme i stav, kdy jedina´
kolecˇka jsou umı´steˇna na prostrˇedn´ım cˇla´nku. Pro kazˇdy´ prˇ´ıpad vypocˇ´ıta´me parametricke´
rˇesˇen´ı a nalezneme rˇ´ıdic´ı distribuce. Na konci tohoto odd´ılu jsou uvedeny na´zorne´ prˇ´ıklady
konfigurac´ı a diskuse rˇ´ıditelnosti.
Vy´pocˇty byly prova´deˇny za pomoci softwaru Maple 17. Zdrojove´ ko´dy vy´pocˇt˚u rovnic
a rˇ´ıd´ıc´ıch distribuc´ı (rovnice posledni.mw, rovnice prostredni.mw,
rovnice jedno kolecko.mw) a hodnost´ı matic v prˇ´ıkladech (hodnosti posledni.mw,
hodnosti prostredni.mw, hodnosti jedno kolecko.mw) jsou uvedeny v prˇ´ıloze pra´ce.
3.1 Parametricke´ rˇesˇen´ı
Z prˇedchoz´ı kapitoly vzesˇla soustava trˇ´ı diferencia´ln´ıch rovnic (2.5), kterou si volbou
pro konkre´tn´ı parametry ψ, φ1, φ2, x a y mu˚zˇeme prˇedstavit jako soustavu trˇ´ı linea´rn´ıch
rovnic o 5 nezna´my´ch.
Matice soustavy budeme upravovat na redukovanou troju´heln´ıkovou matici. Vedouc´ım
prvkem i-te´ho rˇa´dku matice rozumı´me jeho prvn´ı nenulovy´ prvek.
Definice 1. Matice A = [aij] typu m×n; i = 1, . . . ,m, j = 1, · · ·n, se nazy´va´ redukovana´
troju´heln´ıkova´ matice, jestlizˇe
a) ma´ pouze nenulove´ rˇa´dky,
b) kazˇdy´ vedouc´ı prvek je roven 1,
c) nad kazˇdy´m vedouc´ım prvek jsou ve sloupci pouze 0.
Chybeˇj´ıc´ı kolecˇka na posledn´ım cˇla´nku
V tomto prˇ´ıpadeˇ se jedna´ o soustavu dvou linea´rn´ıch rovnic o peˇti nezna´my´ch x˙, y˙, ψ˙, φ˙1
a φ˙2.
x˙ sinψ − ψ˙ − y˙ cosψ = 0, (3.1)
x˙ sin(ψ + φ1)− 2ψ˙ cosφ1 − (φ˙1 + ψ˙)− y˙ cos(ψ + φ1) = 0.
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1 0 0 − sin(ψ) cos(ψ)










Pomoc´ı elementa´rn´ıch rˇa´dkovy´ch u´prav maticeA z´ıska´me redukovanou troju´heln´ıkovou
matici A¯(
1 0 0 − sin(ψ) cos(ψ)
0 1 0 − sin(ψ)− 2 sin(ψ) cos(φ1)− sin(ψ + φ1) − cos(ψ)− 2 cos(ψ) cos(φ1) + cos(ψ + φ1)
)
.
Tento homogenn´ı syste´m rovnic ma´ nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı podle Frobeniovy veˇty [4],
protozˇe hodnosti matic jsou totozˇne´ a plat´ı h(A) = h(A¯) < n, kde n je pocˇet nezna´my´ch.






























Chybeˇj´ıc´ı kolecˇka na prostrˇedn´ım cˇla´nku
Opeˇt se jedna´ o soustavu dvou linea´rn´ıch rovnic o 5 nezna´my´ch x˙, y˙, ψ˙, φ˙1 a φ˙2.
x˙ sinψ − ψ˙ − y˙ cosψ = 0,
x˙ sin(ψ + φ1 + φ2)− 2ψ˙ cos (φ1 + φ2)− 2φ˙1 cos (ψ + φ2) (3.2)
−φ˙2 cos (ψ + φ1)− y˙ cos(ψ + φ1 + φ2) = 0.











1 0 0 − sin(ψ) cos(ψ)











Pomoc´ı elementa´rn´ıch rˇa´dkovy´ch u´prav maticeA z´ıska´me redukovanou troju´heln´ıkovou
matici A¯ 1 0 0 − sin(ψ) cos(ψ)
0 1
1




−2 sin(ψ) cos(φ1 + φ2)− 2 sin(φ) cos(φ2) + sin(φ2 + φ2 + ψ) + cos(ψ)
2 cos(φ2) + 1
,
h = −2 cos(ψ) cos(φ1 + φ2) + 2 cos(ψ) cos(φ2) + cos(φ2 + φ2 + ψ) + cos(ψ)
2 cos(φ2) + 1
.
Tento homogenn´ı syste´m rovnic ma´ opeˇt nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı podle Frobeniovy
veˇty [4], protozˇe hodnosti matic jsou totozˇne´ a plat´ı h(A) = h(A¯) < n, kde n je pocˇet
nezna´my´ch.

































Chybeˇj´ıc´ı kolecˇka na krajn´ıch cˇla´nc´ıch
Z´ıskali jsme rovnici o peˇti nezna´my´ch x˙, y˙, ψ˙, φ˙1 a φ˙2. Soustavu mu˚zˇeme vyja´drˇit maticoveˇ
jako
a ·Ψ = 0,














1 + 2 cos(φ1)
; 0;
− sin(ψ + φ1)
1 + 2 cos(φ1)
;
cos(ψ + φ1)




Nasˇe homogenn´ı rovnice ma´ nekonecˇneˇ mnoho rˇesˇen´ı podle Frobeniovy veˇty [4]. Z vektoru

























− sin(ψ + φ1)















Chybeˇj´ıc´ı kolecˇka na posledn´ım cˇla´nku








 , g2 =

−sin(ψ)

































− sin(ψ)(2 sin(ψ) cos(φ1) + sin(ψ)− sin(ψ + φ1))
+(2 sin(ψ) cos(φ1) + sin(ψ)− sin(ψ + φ1)) (2 cos(ψ) sin(φ1)
− sin(ψ + φ1))− cos(ψ) (2 cos(ψ) cos(φ1) + cos(ψ)
− cos(ψ + φ1))− (−2 cos(ψ) cos(φ1)− cos(ψ) + cos(ψ + φ1))









−(2 cos(ψ) cos(φ1) + cos(ψ)− cos(ψ + φ1))
−(− sin(ψ)(2 sin(ψ) cos(φ1) + sin(ψ)− sin(ψ + φ1))
+(2 sin(ψ) cos(φ1) + sin(ψ)− sin(ψ + φ1))(2 cos(ψ) sin(φ1)
− sin(ψ + φ1))− cos(ψ)(2 cos(ψ) cos(φ1) + cos(ψ)− cos(ψ + φ1))
−(−2 cos(ψ) cos(φ1)− cos(ψ) + cos(ψ + φ1))(−2 sin(ψ) sin(φ1)









−(2 sin(ψ) cos(φ1) + sin(ψ)− sin(ψ + φ1))
−(− sin(ψ) (2 sin(ψ) cos(φ1) + sin(ψ)− sin(ψ + φ1))
+(2 sin(ψ) cos(φ1) + sin(ψ)− sin(ψ + φ1))(2 cos(ψ) sin(φ1)
− sin(ψ + φ1))− cos(ψ) (2 cos(ψ) cos(φ1) + cos(ψ)
− cos(ψ + φ1))− (−2 cos(ψ) cos(φ1)− cos(ψ)
+ cos(ψ + φ1))(−2 sin(ψ) sin(φ1)− cos(ψ + φ1)))(2 cos(ψ) sin(φ1)






Z vy´pocˇt˚u je hned videˇt, zˇe tato distribuce nen´ı obecneˇ involutivn´ı, nebot’ [g2,g3] /∈
span{g1,g2,g3}.
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Chybeˇj´ıc´ı kolecˇka na prostrˇedn´ım cˇla´nku

























−2 sin(ψ) cos(φ1 + φ2)− 2 sin(φ) cos(φ2) + sin(φ2 + φ2 + ψ) + cos(ψ)
2 cos(φ2) + 1
,
h = −2 cos(ψ) cos(φ1 + φ2) + 2 cos(ψ) cos(φ2) + cos(φ2 + φ2 + ψ) + cos(ψ)
2 cos(φ2) + 1
.




−2 sin(ψ) sin(φ1 + φ2)− cos(ψ + φ1 + φ2)
(2 cos(φ2) + 1)2
+
2(2 sin(ψ) cos(φ1 + φ2) + 2 sin(ψ) cos(φ2)− sin(ψ + φ1 + φ2) + sin(ψ)) sin(φ2)
(2 cos(φ2) + 1)2
+
−2 sin(ψ) sin(φ+φ2)− 2 sin(ψ) sin(φ2)− cos(ψ + φ1 + φ2)









−−2 cos(ψ) sin(φ1 + φ2)− sin(ψ + φ1 + φ2)
(2 cos(φ2) + 1)2
−2(2 cos(ψ) cos(φ1 + φ2) + 2 cos(ψ) cos(φ2) + cos(ψ + φ1 + φ2) + cos(ψ)) sin(φ2)
(2 cos(φ2) + 1)2
−−2 cos(ψ) sin(φ1 + φ2)− 2 cos(ψ) sin(φ2)− sin(ψ + φ1 + φ2)











2 cos(φ2) + 1
(sin(ψ) (−2 sin(ψ) cos(φ1 + φ2)− 2 sin(ψ) cos(φ2)
− sin(ψ)− sin(ψ + φ2 + φ2))− (cos(ψ) (2 cos(ψ) cos(ψ1 + ψ2)
+2 cos(ψ) cos(ψ2)− cos(ψ + φ1 + φ2) + cos(ψ))))
− 1
(2 cos(φ2) + 1)2
((2 sin(ψ) cos(φ1 + φ2) + 2 sin(ψ) cos(φ2)
− sin(ψ + φ1 + φ2) + sin(ψ)) (−2 cos(ψ) sin(φ1 + φ2)− sin(ψ + φ1 + φ2))
+(2 cos(ψ) cos(φ1 + φ2) + 2 cos(ψ) cos(φ2) + cos(ψ + φ1 + φ2)









−2 cos(ψ) cos(φ1 + φ2) + 2 cos(ψ) cos(φ2) + cos(ψ)− cos(ψ + φ1 + φ2)
2 cos(φ2) + 1
− 1
2 cos(φ2) + 1
((
1
2 cos(φ2) + 1
(sin(ψ) (−2 sin(ψ) cos(φ1 + φ2)
−2 sin(ψ) cos(φ2)− sin(ψ)− sin(ψ + φ1 + φ2))
− cos(ψ) (2 cos(ψ) cos(φ1 + φ2) + 2 cos(ψ) cos(φ2) + cos(ψ)− cos(ψ + φ1 + φ2)))
+
1
(2 cos(φ2) + 1)2
(−(2 sin(ψ) cos(φ1 + φ2)
+2 sin(ψ) cos(φ2) + sin(ψ)− sin(ψ + φ1 + φ2))(−2 cos(ψ) sin(φ1 + φ2)
− sin(ψ + φ1 + φ2)) + (2 cos(ψ) cos(φ1 + φ2) + 2 cos(ψ) cos(φ2)
+ cos(ψ) + cos(ψ + φ1 + φ2))(−2 sin(ψ) sin(φ1 + φ2)









−−2 sin(ψ) cos(φ1 + φ2)− 2 sin(ψ) cos(φ2)− sin(ψ + φ1 + φ2)− sin(ψ)
2 cos(φ2) + 1
− 1
2 cos(φ2) + 1
((
1
2 cos(φ2) + 1
(sin(ψ) (−2 sin(ψ) cos(φ1 + φ2)
−2 sin(ψ) cos(φ2)− sin(ψ + φ1 + φ2)− sin(ψ))− cos(ψ) (2 cos(ψ) cos(φ1 + φ2)
+2 cos(ψ) cos(φ2)− cos(ψ + φ1 + φ2) + cos(ψ)))
+
1
(2 cos(φ2) + 1)2
(−(2 sin(ψ) cos(φ1 + φ2) + 2 sin(ψ) cos(φ2)
− sin(ψ + φ1 + φ2) + sin(ψ))(−2 cos(ψ) sin(φ1 + φ2)
− sin(ψ + φ1 + φ2)) + (2 cos(ψ) cos(φ1 + φ2) + 2 cos(ψ) cos(φ2)
+ cos(ψ + φ1 + φ2) + cos(ψ))(−2 sin(ψ) sin(φ1 + φ2)






Z vy´pocˇt˚u je hned videˇt, zˇe tato distribuce nen´ı obecneˇ involutivn´ı, nebot’ [g1,g2] /∈
span{g1,g2,g3}.
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− sin(ψ + φ1)





 , g4 =

cos(ψ + φ1)































− cos(ψ + φ1)− 2 sin(ψ + φ1) sin(φ1)
(1 + 2 cos(φ1))2
− cos(ψ + φ1)








− sin(ψ + φ1) + 2 cos(ψ + φ1) sin(φ1)
(1 + 2 cos(φ1))2
− sin(ψ + φ1)















Z vy´pocˇt˚u je hned videˇt, zˇe tato distribuce nen´ı obecneˇ involutivn´ı, nebot’ [g1,g3] /∈
span{g1,g2,g3,g4}.
Pozna´mka 1. V prˇ´ıpadeˇ chybeˇj´ıc´ıch kolecˇek na posledn´ım cˇla´nku m˚uzˇeme konstatovat,
zˇe soustava ma´ vzˇdy rˇesˇen´ı.
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V prˇ´ıpadeˇ chybeˇj´ıc´ıch kolecˇek na prostrˇedn´ım cˇla´nku se ve jmenovateli objevuje vy´raz
2 cos(φ2) + 1. Soustava tedy nema´ rˇesˇen´ı, pokud
2 cos(φ2) + 1 = 0, resp. cos(φ2) = −1
2
.
Takove´ konfiguraci rˇ´ıka´me singula´rn´ı stav a v tomto prˇ´ıpadeˇ nasta´va´, jestliˇze u´hel φ2 mezi








V prˇ´ıpadeˇ kolecˇek pouze na prostrˇedn´ım cˇla´nku nasta´vaj´ı singula´rn´ı stavy, pokud
1 + 2 cos(φ1) = 0, resp. cos(φ1) = −1
2
.









V na´sleduj´ıc´ım odstavci uvedeme neˇktere´ prˇ´ıklady konfigurac´ı hada, ktere´ na´m prˇijdou
zaj´ımave´. Vypocˇ´ıta´me parametricke´ rˇesˇen´ı a vycˇ´ısl´ıme Lieovy za´vorky. Nakonec posoud´ıme
rˇ´ıditelnost dane´ho prˇ´ıkladu. V cele´ kapitole vol´ıme x = y = 0, protozˇe nasˇe u´vahy nejsou
za´visle´ na mı´steˇ, kde se mechanismus nacha´z´ı.
Chybeˇj´ıc´ı kolecˇka na posledn´ım cˇla´nku
Prˇ´ıklad 1. Prˇedstavme si situaci podle obra´zku 3.1. V tomto prˇ´ıpadeˇ jsou u´hly mezi





Obra´zek 3.1: Obra´zek k prˇ´ıkladu 1





























Vytvorˇ´ıme matici tvorˇenou vektory g1,g2,g3 a Lieovy´mi za´vorkami v dane´ konfiguraci
A =

0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 −2 0 0 −4 −6 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
 .
Cˇtvrty´, pa´ty´ a osmy´ sloupec nul nema´ vliv na hodnost matice A, mu˚zˇeme je vysˇkrtnout.
Z´ıska´va´me matici tvorˇenou peˇti linea´rneˇ neza´visly´mi sloupci, tj. rank(A) = 5, matice tedy
je plne´ rˇa´dkove´ hodnosti a soustava je loka´lneˇ rˇ´ıditelna´.














Obra´zek 3.2: Obra´zek k prˇ´ıkladu 2





















































0 0 −√2 0 0 −2 −2√2 √2
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
 .
Cˇtvrty´ a pa´ty sloupec jsou nulove´, mu˚zˇeme je vysˇrtnout, anizˇ by se hodnost zmeˇnila.
Vy´sledna´ hodnost takto upravene´ matice je peˇt, tj. rank(B) = 5, matice je plne´ rˇa´dkove´







Obra´zek 3.3: Obra´zek k prˇ´ıkladu 3
Prˇ´ıklad 3. Prˇedstavme si situaci podle obra´zku 3.3. V tomto prˇ´ıpadeˇ jsou u´hly mezi
kolecˇky φ1 = φ2 =
pi
2




Z holonomn´ıch rovnic pro hada s chybeˇj´ıc´ımi kolecˇky na posledn´ım cˇla´nku (3.1) vid´ıme,
zˇe nejsou za´visle´ na velikosti u´hlu φ2, a to stejne´ plat´ı i pro rˇesˇen´ı a Lieovy za´vorky. Rˇesˇen´ı
konfigurace bude totozˇne´ s rˇesˇen´ım prˇ´ıkladu 2 a tak konstatujeme, zˇe tato soustava je
loka´lneˇ rˇ´ıditelna´.
Chybeˇj´ıc´ı kolecˇka na prostrˇedn´ım cˇla´nku
Prˇ´ıklad 4. Prˇedstavme si robota v poloze podle obra´zku 3.4. V tomto prˇ´ıpadeˇ jsou u´hly





Obra´zek 3.4: Obra´zek k prˇ´ıkladu 4































Vytvorˇ´ıme matici tvorˇenou vektory g1,g2,g3 a Lieovy´mi za´vorkami v dane´ konfiguraci
A =






0 −2 0 −2 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
 .
Sloupce nul mu˚zˇeme vynechat, nebot’ neovlivn´ı vy´pocˇet hodnosti. Hodnost takto upra-
vene´ matice je peˇt, tj. rank(A) = 5, matice je tedy plne´ rˇa´dkove´ hodnosti a soustava je
loka´lneˇ rˇ´ıditelna´.
Prˇ´ıklad 5. Prˇedstavme si robota v poloze podle obra´zku 3.5. V tomto prˇ´ıpadeˇ jsou u´hly
mezi kolecˇky φ1 =
pi
2










Obra´zek 3.5: Obra´zek k prˇ´ıkladu 5





















































































1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0




Trˇet´ı a cˇtvrty´ sloupec matice B jsou linea´rneˇ za´visle´, mu˚zˇeme jeden z nich sˇkrtnout
bez vlivu na vy´slednou hodnost. Hodnost takto upravene´ matice je peˇt, tj. rank(B) = 5,
matice je opeˇt plne´ rˇa´dkove´ hodnosti a soustava je loka´lneˇ rˇ´ıditelna´.
Prˇ´ıklad 6. Prˇedstavme si robota v poloze podle obra´zku 3.6. V tomto prˇ´ıpadeˇ jsou u´hly
















Obra´zek 3.6: Obra´zek k prˇ´ıkladu 6
























































2 0 0 0
√
2
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0

.
Vynecha´n´ım trˇet´ıho sloupce matice C tvorˇene´ho nulami neovlivn´ıme vy´slednou hod-
nost matice. Hodnost takto upravene´ matice je peˇt, tj. rank(C) = 5. Matice je opeˇt plne´
rˇa´dkove´ hodnosti a soustava je rˇ´ıditelna´.
Chybeˇj´ıc´ı kolecˇka na krajn´ıch cˇla´nc´ıch
Prˇ´ıklad 7. Prˇedstavme si robota v poloze podle obra´zku 3.7. V tomto prˇ´ıpadeˇ jsou u´hly





Obra´zek 3.7: Obra´zek k prˇ´ıkladu 7




















































1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

.
Hodnost te´to matice A je peˇt, tj. rank(A) = 5, cozˇ znacˇ´ı loka´ln´ı rˇiditelnost tohoto
syste´mu.
Prˇ´ıklad 8. Prˇedstavme si robota v poloze podle obra´zku 3.8. V tomto prˇ´ıpadeˇ jsou u´hly
mezi kolecˇky φ1 = φ2 =
pi
2
a pocˇa´tecˇn´ı u´hel ψ = pi
4
.





























































0 0 −2√2 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

.




Rˇiditelnost vzhledem k aktivn´ım
prvk˚um
V prˇ´ıkladech jsme vypocˇ´ıtali loka´ln´ı rˇiditelnost pomoc´ı hodnost´ı matic syste´mu˚ v dany´ch
konfigurac´ıch. Vsˇechny pocˇ´ıtane´ prˇ´ıklady na´m prˇi pouzˇit´ı vhodny´ch genera´tor˚u vysˇly jako
rˇ´ıditelne´ (hodnost prˇ´ıslusˇne´ matice byla 5). Nicme´neˇ vzhledem k tomu, zˇe v nasˇich me-
chanismech jsou kolecˇka pouze pasivn´ı, je na prvn´ı pohled videˇt, zˇe neˇktere´ konfigurace
chybeˇj´ıch kolecˇek vy´razneˇ omezuj´ı pohyb, ktery´ mu˚zˇeme realizovat, naprˇ. situace s kolecˇky
pouze na prostrˇedn´ım cˇla´nku. Je to t´ım, zˇe v tomto prˇ´ıpadeˇ se jedna´ o rˇiditelnost syste´mu
jako takove´ho, tedy zda je mechanismus ze sve´ konstrukce schopen pohybu v dane´m
smeˇru. Tento za´veˇr je pro prakticke´ vyuzˇit´ı nedostatecˇny´, jelikozˇ jsme nerozliˇsili aktivn´ı
(hnac´ı) a pasivn´ı (hnane´) prvky.
V na´sleduj´ıc´ım odd´ıle zavedeme rˇiditelnost zohlednˇuj´ıc´ı aktivn´ı prvky, ktery´mi jsou
v nasˇem prˇ´ıpadeˇ servomotory, umı´steˇne´ v kloubech mezi cˇla´nky, a vsˇe opeˇt demonstrujeme
na prˇ´ıkladech z podkapitoly 3.3. V u´vahu bereme tedy jen pohyby, prˇi ktery´ch se jako hnac´ı
prvky pouzˇ´ıvaj´ı u´hly φ1 a φ2, protozˇe ty jedine´ jsme schopni meˇnit. V nasˇem prˇ´ıpadeˇ se
jedna´ o 2. a 3. rˇa´dek matic syste´mu˚, tj. budeme sledovat, zda koeficienty na teˇchto pozic´ıch
jsou nebo nejsou nulove´.
Chybeˇj´ıc´ı kolecˇka na posledn´ım cˇla´nku
Prˇ´ıklad 9. Prˇedstavme si situaci podle prˇ´ıkladu 1. Matice syste´mu je
A =

0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 −2 0 0 −4 −6 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
 .
Z matice oddeˇla´me sloupce maj´ıc´ı nuly na druhe´m a trˇet´ım rˇa´dku. Hodnost takto re-
dukovane´ matice je cˇtyrˇi a tedy vygenerovane´ soucˇiny nestacˇ´ı pro dosazˇen´ı rˇ´ıditelnosti
vzhledem aktivn´ım prvk˚um.
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0 0 −√2 0 0 −2 −2√2 √2
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
 .
Z matice oddeˇla´me sloupce maj´ıc´ı nuly na druhe´m a trˇet´ım rˇa´dku. Je videˇt, zˇe posledn´ı trˇi
soucˇiny Lieovy za´vorky tvorˇ´ı dvoudimenziona´ln´ı podprostor, jeden z nich oddeˇla´me. Hod-
nost takto redukovane´ matice je cˇtyrˇi a tedy vygenerovane´ soucˇiny nestacˇ´ı pro dosazˇen´ı
rˇ´ıditelnosti vzhledem k aktivn´ım prvk˚um.
Chybeˇj´ıc´ı kolecˇka na prostrˇedn´ım cˇla´nku
Prˇ´ıklad 11. Prˇedstavme si situaci podle prˇ´ıkladu 4. Matice syste´mu je
A =






0 −2 0 −2 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
 .
Z matice oddeˇla´me sloupce maj´ıc´ı nuly na druhe´m a trˇet´ım rˇa´dku. Vid´ıme, zˇe dva soucˇiny
Lieovy za´vorky jsou linea´rneˇ za´visle´, jeden z nich vysˇkrtneme. Hodnost takto redukovane´
matice je cˇtyrˇi a tedy vygenerovane´ soucˇiny nestacˇ´ı pro dosazˇen´ı rˇ´ıditelnosti vzhledem
k aktivn´ım prvk˚um.












































1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0

.
Z matice oddeˇla´me sloupce maj´ıc´ı nuly na druhe´m a trˇet´ım rˇa´dku. Hodnost takto reduko-
vane´ matice je peˇt a tedy vygenerovane´ soucˇiny stacˇ´ı pro dosazˇen´ı rˇ´ıditelnosti vzhledem
k aktivn´ım prvk˚um.





















2 0 0 0
√
2
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0




Z matice oddeˇla´me sloupce maj´ıc´ı nuly na druhe´m a trˇet´ım rˇa´dku. Hodnost takto re-
dukovane´ matice je cˇtyrˇi a tedy vygenerovane´ soucˇiny nestacˇ´ı pro dosazˇen´ı rˇ´ıditelnosti
vzhledem k aktivn´ım prvk˚um.
Chybeˇj´ıc´ı kolecˇka na krajn´ıch cˇla´nc´ıch













1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

.
Z matice oddeˇla´me sloupce maj´ıc´ı nuly na druhe´m a trˇet´ım rˇa´dku. Hodnost takto reduko-
vane´ matice je dva a tedy vygenerovane´ soucˇiny nestacˇ´ı pro dosazˇen´ı rˇ´ıditelnosti vzhledem
k aktivn´ım prvk˚um.











0 0 −2√2 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

.
Z matice oddeˇla´me sloupce maj´ıc´ı nuly na druhe´m a trˇet´ım rˇa´dku. Hodnost takto reduko-




C´ılem te´to bakala´rˇske´ pra´ce bylo nastudova´n´ı za´klad˚u neholonomn´ı kinematiky a apli-
kace na zvoleny´ model. V nasˇem prˇ´ıpadeˇ se jedna´ o trˇ´ıcˇla´nkove´ho roboticke´ho hada pohy-
buj´ıc´ıho se pomoc´ı servomotr˚u, ktere´ meˇn´ı u´hel mezi kazˇdy´mi dveˇma cˇla´nky. Uprostrˇed
kazˇde´ho cˇla´nku jsou umı´steˇna pasivn´ı kolecˇka, ktera´ nesmı´ prokluzovat.
Vybrali jsme modely, kde kolecˇka chyb´ı na prostrˇedn´ım a na posledn´ım cˇla´nku, nebo
kde jsou kolecˇka pouze na prostrˇedn´ım cˇla´nku, a da´le je prozkoumali. Vytvorˇili jsme
neholonomn´ı rovnice popisuj´ıc´ı pohyb robota, urcˇili parametricka´ rˇesˇen´ı a nalezli rˇ´ıdic´ı
distribuce. Pra´ci jsme doplnili o na´zorne´ prˇ´ıklady konfigurac´ı v prostoru.
Ve vsˇech prˇ´ıkladech jsme provedli analy´zu rˇiditelnosti na za´kladeˇ neholonomn´ı ki-
nematiky a Chow-Rashevske´ho veˇty. Zjistili jsme, zˇe vsˇechny konfigurace jsou loka´lneˇ
rˇiditelne´ a jejich distribuce odpov´ıdaj´ı zameˇrˇen´ı afinn´ıho prostoru Z(A). Tato rˇiditelnost
je apara´tem, ktery´ urcˇuje, zda je syste´m schopen pohybu, ale nezohlednˇuje rozd´ıl mezi
hnac´ımi a hnany´mi prvky.
Bylo trˇeba zave´st novy´ pojem a to rˇiditelnost vzhledem k aktivn´ım prvk˚um, ktery´
jsme dosud v zˇa´dne´ literaturˇe nenalezli. Obecny´ koncept rˇiditelnosti vzhledem k aktivn´ım
prvk˚um jsme v pra´ci kv˚uli cˇasovy´m mozˇnostem nezava´deˇli, ale je to pozoruhodny´ proble´m
k rˇesˇen´ı do budoucna. Tuto vlastnost jsme pouze oveˇrˇili na prˇ´ıkladech z trˇet´ı kapitoly.
Pro oveˇrˇen´ı jsme pouzˇili vygenerovane´ soucˇiny na rˇ´ıdic´ı Lieoveˇ algebrˇe, ale nediskuto-
vali jsme zˇa´dne´ dalˇs´ı prˇ´ıpadne´ dodatecˇne´ soucˇiny. Vypocˇetli jsme, zˇe kromeˇ prˇ´ıpadu hada
s chybeˇj´ıc´ımi kolecˇky pouze na prostrˇedn´ım cˇla´nku nen´ı zˇa´dny´ jiny´ prˇ´ıpad rˇ´ıditelny´ vzhle-
dem k aktivn´ım prvk˚um φ1 a φ2, rˇiditelna´ nen´ı ani zˇa´dna´ ”rovna´” konfigurace s nulovy´mi
u´hly ψ, φ1 a φ2. Je videˇt, zˇe tento vy´sledek v´ıce odpov´ıda´ mechanicke´ a geometricke´ intuici.
Pra´ce by se mohla da´le rozsˇ´ıˇrit o definici pojmu rˇiditelnosti vzhledem k aktivn´ım
prvk˚um cˇi o analy´zu rˇiditelnosti v´ıcecˇla´nkove´ho roboticke´ho hada s r˚uzny´mi usporˇa´da´n´ımi
chybeˇj´ıch kolecˇek a nalezen´ı nejoptima´lneˇjˇs´ı, sta´le rˇiditelne´ varianty.
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Seznam pouzˇity´ch zkratek a symbol˚u
A algebra
A afinn´ı prostor
Z(A) zameˇrˇen´ı afinn´ıho prostoru
V vektorovy´ prostor
dim(V) dimenze vektorove´ho prostoru V
N mnozˇina prˇirozeny´ch cˇ´ısel
R mnozˇina rea´lny´ch cˇ´ısel
C mnozˇina komplexn´ıch cˇ´ısel
H mnozˇina Hamiltonovy´ch kvaternion˚u
rank(A) hodnost matice A
40
Prˇ´ılohy
Seznam prˇ´ıloh na CD
• rovnice posledni.mw - Maple Worksheet s u´pravou matice a vy´pocˇtem Lieovy´ch
za´vorek pro hada s kolecˇky chybeˇj´ıc´ımi na posledn´ım cˇla´nku
• rovnice prostredni.mw - Maple Worksheet s u´pravou matice a vy´pocˇtem Lieovy´ch
za´vorek pro hada s kolecˇky chybeˇj´ıc´ımi na prostrˇedn´ım cˇla´nku
• rovnice jedno kolecko.mw - Maple Worksheer s vy´pocˇtem Lieovy´ch za´vorek pro hada
s kolecˇky pouze na prostrˇedn´ım cˇla´nku
• hodnosti posledni.mw - Maple Worksheet s vy´pocˇtem hodnost´ı matic v prˇ´ıkladech
ve druhe´ kapitole pro hada s kolecˇky chybeˇj´ıc´ımi na posledn´ım cˇla´nku
• hodnosti prostredni.mw - Maple Worksheet s vy´pocˇtem hodnost´ı matic v prˇ´ıkladech
z druhe´ kapitoly pro hada s kolecˇky chybeˇj´ıc´ımi na prostrˇedn´ım cˇla´nku
• hodnosti jedno kolecko.mw - Maple Worksheet s vy´pocˇtem hodnost´ı matic v prˇ´ıkladech
z druhe´ kapitoly pro hada s kolecˇky pouze na prostrˇedn´ım cˇla´nku
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